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О ЧИСЛЕ ЭЛЕМЕНТОВ СХЕМЫ, РЕАЛИЗУЮЩЕЙ  
ОБОБЩЕННУЮ ФУНКЦИЮ ГОЛОСОВАНИЯ 

 
Аннотация. Рассматривается один из важнейших разделов математической 
кибернетики – теория синтеза, надежности и сложности управляющих систем. 
Актуальность исследований в этой области обусловлена важностью многочис-
ленных приложений, возникающих в различных разделах науки и техники. 
Все разнообразные средства цифровой техники: ЭВМ, микропроцессорные си-
стемы измерений и автоматизации технологических процессов, цифровая 
связь, телевидение и т.д., строятся на единой элементной базе, в состав кото-
рой входят чрезвычайно разные по сложности микросхемы – от логических 
элементов, выполняющих простейшие операции, до сложнейших программи-
руемых кристаллов, содержащих миллионы логических элементов. Логиче-
ские элементы цифровых устройств во многом определяют функциональные 
возможности последних, их конструктивное исполнение, технологичность, 
надежность. К числу основных модельных объектов математической теории 
синтеза, сложности и надежности управляющих систем относятся схемы из 
ненадежных функциональных элементов, реализующие булевы функции. В 
ряде результатов, относящихся к реализации булевых функций надежными 
схемами из ненадежных функциональных элементов, фигурирует параметр 

ĝN  – наименьшее число функциональных элементов, необходимых для реали-

зации функции голосования x` в рассматриваемом полном базисе. Оказалось, 
что еще и другие функции (обозначим их множество через G) обладают свой-
ствами, аналогичными свойствам функции голосования. Эти функции имеют 
вид 3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨  ( {0,1}iσ ∈ , {1,2,3}i ∈ ) и в статье называются 

обобщенными функциями голосования, т.е. G – множество функций вида 
3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨ . Пусть Ng – наименьшее число абсолютно надеж-

ных функциональных элементов, необходимых для реализации функции g ∈ G 
в рассматриваемом полном базисе, а minG g

g G
N N

∈
= , т.е. NG – наименьшее число 

абсолютно надежных функциональных элементов, достаточное для реализа-
ции хотя бы одной функции из множества G в рассматриваемом полном бази-
се. Цель данной работы – получить верхнюю оценку величины NG, которая 
была бы справедлива в произвольном полном базисе. Предполагается, что все 
функциональные элементы базиса абсолютно надежны. Для получения верх-
ней оценки величины NG  использованы те же методы и подходы, что и при 
доказательстве известной теоремы Поста о полноте систем булевых функций. 
Доказано, что в произвольном полном конечном базисе хотя бы одну функцию 
множества G можно реализовать схемой, содержащей не более восьми функ-
циональных элементов. Используя это свойство, можно в неравенствах заме-
нить величину NG константой 8. В ранее известных результатах по надежности 
схем, состоящих из ненадежных функциональных элементов и содержащих 
величину NG – зависящую от рассматриваемого базиса, можно улучшить ряд 
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ранее известных оценок ненадежности асимптотически оптимальных по 
надежности схем.  

Ключевые слова: функциональные элементы, синтез схем из функциональных 
элементов. 
 

M. A. Alekhina 

ON THE ISSUE OF THE ELEMENTS NUMBER IN THE GATE,  
REALIZING THE GENERALIZED VOTING FUNCTION 

 
Abstract. The article relates to the one of the most important topics of mathematical 
cybernetics – to the theory of synthesis, reliability and complexity of control sys-
tems. Topicality of research in this field is determined by the significance of multi-
ple applications, appearing in different fields of science and technology. All the va-
riety of digital technologies: computers, microprocessor systems of technological 
processes measurements and automation, digital communication and television etc., 
are based on the same elements including extremely different in complexity micro-
schemes – from logical elements, executing primitive operations, to complex pro-
grammed crystals, containing millions of logical elements. Logical elements of digi-
tal devices to a large extent determine the functional features of the latter, construc-
tion, technological effectiveness and reliability thereof. The list of general modeling 
objects of the mathematical theory of synthesis, complexity and reliability of control 
systems includes gates with unreliable functional elements, realizing Boolean func-
tions. In a number of results, relating to realization of Boolean functions by reliable 
gates with unreliable elemenets, there appears the ĝN  parameter – minimal number 

of functional elements required for realization of the voting function x` in the con-
sidered complete basis. It has been revealed that the other functions (let us letter 
them G) also possess features similar to voting function features. These functions 
have the following form 3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨  ( {0,1}iσ ∈ , {1,2,3}i ∈ ) and 

are designated in the article as generalized voting functions, i.e. G is the set of func-
tions of 3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨ form. Let Ng be the minimal number of abso-

lutely reliable functional elements, required for realization of g ∈ G function in the 
considered complete basis, and minG g

g G
N N

∈
= , i.e. NG is the minimal number of abso-

lutely reliable functional elements, sufficient for realization of at least one function 
from G set in the considered complete basis. The article aims at deriving the upper 
bound of NG, that would be true in the arbitrary complete basis. It is presupposed 
that all functional elements of the basis are absolutely reliable. To obtain NG  upper 
bound the author uses the same methods and approaches, as for proving the well-
known Post’s theorem about the completetion of Boolean functions. It is proved that 
in the arbitrary complete finite basis at least one function from G set may be realized 
by the gate, containing at most eight functional elements. Using this feature, it is 
possible to substitute NG with 8 constant. In the previously achieved results on relia-
bility of gates, consisting of unreliable functional elements and containing NG that 
depends on the considered basis, it is possible to improve the number of previously 
known reliability estimations of gates asymptotically optimal in reliability.  

Key words: functional elements, synthesis of combinatorial gates composed of func-
tional elements. 

 
Пусть P2 – множество всех булевых функций, G – множество булевых 

функций, зависящих от переменных 1 2, ,..., nx x x  (n ≥ 3), из которых подста-
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новкой переменных можно получить некоторую функцию вида 
3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨ , где {0,1}iσ ∈ , {1,2,3}i ∈ .  

Булеву функцию вида 3 31 2 1 2
1 2 1 3 2 3x x x x x xσ σσ σ σ σ∨ ∨  ( {0,1}iσ ∈ , 

{1,2,3}i ∈ ) будем называть обобщенной функцией голосования.  

Например, 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨ ∈ G. 

Замечание 1. Нетрудно проверить, что G* = G, где G* – множество бу-
левых функций, каждая из которых двойственна [1] некоторой функции мно-
жества G. 

Пусть B – произвольный полный конечный базис, B ⊆ P2. Рассматрива-
ется реализация обобщенных функций голосования схемами из функцио-
нальных элементов в базисе B [2]. Обозначим Ng – минимальное число эле-
ментов, необходимых для реализации функции g ∈ G схемой в базисе B. 
Пусть minG g

g G
N N

∈
= , т.е. NG – наименьшее число элементов, достаточное для 

реализации хотя бы одной функции из множества G. Ясно, что число NG зави-
сит от рассматриваемого базиса. 

Во многих задачах, относящихся к теории синтеза, сложности и надеж-
ности управляющих систем, важно знать величины Ng (g∈G) и NG. Их иссле-
дованию посвящена эта статья. 

Известно [3], что в произвольном полном конечном базисе тринад-
цати элементов достаточно для реализации функции голосования 

1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , )g x x x x x x x x x= ∨ ∨  схемой из функциональных элементов. По-
этому NG ≤ 13. Однако, если использовать базисные элементы более эконом-
но, можно доказать следующую теорему. 

Теорема 1. В любом полном конечном базисе NG ≤ 8. 
Прежде чем доказать теорему 1, введем необходимые понятия, обозна-

чения, утверждения, а также докажем леммы. 
Обозначим (как и в [1]) T0 – класс функций, сохраняющих константу 0; 

T1 – класс функций, сохраняющих константу 1; L – класс линейных функций; 
M – класс монотонных функций.  

Замечание 2. По теореме Поста о функциональной полноте (см. напр., 
[1, c. 40] любой полный конечный базис содержит функцию 

0 0Tf T∉ , для ко-

торой верно равенство 
0
(0,...,0) 1Tf = . Возможны два случая: 1) 

0
(1,...,1) 0Tf =  

или 2) 
0

(1,...,1) 1Tf = . Следовательно, в первом случае 
0

( ,..., )Tf x x x= , а во 

втором – 
0

( ,..., ) 1Tf x x ≡ , т.е. 
0
( ,..., ) {1, }Tf x x x∈ .  

Замечание 3. По теореме Поста о функциональной полноте (см. напр., 
[1, c. 40] любой полный конечный базис содержит функцию 

1 1Tf T∉ , для ко-

торой верно равенство 
1
(1,...,1) 0Tf = . Рассуждая так же, как в замечании 2, 

нетрудно проверить, что 
1
( ,..., ) {0, }Tf x x x∈ .  

Таким образом, справедливо утверждение 1.  
Утверждение 1. Любой полный конечный базис содержит такие функ-

ции 
0 0Tf T∉  и 

1 1Tf T∉ , что или 
0 1

{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ , или 

0 1
( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . 
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Из утверждения 1 следует, что в любом полном конечном базисе можно 
реализовать или x , используя один функциональный элемент, или константы 
0, 1, используя по одному функциональному элементу на каждую.  

Лемма 1 [4]. Пусть f (x1,...,xn) ∉ M (n ≥ 3). Тогда из f подстановкой пе-
ременных можно получить такую функцию φ(x1,x2,x3)∉M, что φ(x,0,1) = x . 

Обозначим M0 = { 1x 2x , 1x ∨ x2, x1 ⊕ x2 ⊕ 1}, M1 = { 1x ∨ 3x , 1x  x3,  

x1 ⊕ x3}. 
Лемма 2 [5]. Пусть φ(x1, x2, x3) ∉ M и φ(x, 0, 1) = x .  
1) Если φ(x1, x2, x3) существенно зависит только от переменной x1, то 

φ(x1, x2, x3) = 1x ; 

2) если φ(x1, x2, x3) существенно зависит только от переменных x1, x2, то 
φ(x1, x2, x3) ∈ M0; 

3) если φ(x1, x2, x3) существенно зависит только от переменных x1, x3, то 
φ(x1, x2, x3) ∈ M1; 

4) если φ(x1, x2, x3) существенно зависит от всех трех переменных x1, x2, 
x3, то φ(x1, 0, x3) ∈ M1 ∩{ 1x }. 

Замечание 4. Переменная xi (i = 2, 3) для функции φ(x1, x2, x3) из леммы 2 
может быть как существенной, так и фиктивной. 

В работе [6] были явно найдены все немонотонные функции φ(x1, x2, 
x3), для которых выполняется условие φ(x, 0, 1) = x . Чтобы явно указать та-
кие функции, использовалось их представление в виде полинома Жегалкина  
с неопределенными коэффициентами: 

φ(x1, x2, x3) = a1x1x2 x3 ⊕ a2x1 x2 ⊕ a3x1 x3 ⊕ 

⊕ a4 x2 x3 ⊕ a5x1 ⊕ a6x2 ⊕ a7x3 ⊕ a8. 

Поскольку φ(x, 0, 1) = x , выполняются два равенства a3 ⊕ a5 = 1, 
a7 ⊕ a8 = 1, из которых получаем четыре возможных условия: 

а) a3 = 1, a5 = 0, a7 = 1, a8 = 0;  
б) a3 = 1, a5 = 0, a7 = 0, a8 = 1;  
в) a3 = 0, a5 = 1, a7 = 1, a8 = 0;  
г) a3 = 0, a5 = 1, a7 = 0, a8 = 1.  
Остальные коэффициенты a1, a2, a4, a6 – произвольные числа из множе-

ства {0, 1}.  
В этой работе нам будут нужны лишь те немонотонные функции  

φ(x1, x2, x3), для которых φ(x1, 0, x3) = 1x  (случай г). Имеем шестнадцать 

функций φ(x1, x2, x3), т.е. справедлива лемма 3. 
Лемма 3 [6]. Пусть функция φ(x1, x2, x3) такова, что φ(x1, 0, x3) = 1x . То-

гда φ(x1, x2, x3) – одна из нижеперечисленных функций:  
1) φ(x1, x2, x3) =  x1 ⊕ 1, 
2) φ(x1, x2, x3) =  x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
3) φ(x1, x2, x3) =  x2 x3 ⊕ x1 ⊕ 1, 
4) φ(x1, x2, x3) =  x2 x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
5) φ(x1, x2, x3) =  x1 x2 ⊕ x1 ⊕ 1, 
6) φ(x1, x2, x3) =  x1 x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
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7) φ(x1, x2, x3) =  x1 x2 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ 1, 
8) φ(x1, x2, x3) =  x1 x2 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
9) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 ⊕ 1, 
10) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
11) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ 1, 
12) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
13) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 x2 ⊕ x1 ⊕ 1, 
14) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 
15) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 x2 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ 1, 
16) φ(x1, x2, x3) =  x1x2 x3 ⊕ x1 x2 ⊕ x2 x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. 
Лемма 4. Пусть полный базис B содержит функции x1 · x2, 0, 1 и такую 

функцию φ(x1, x2, x3), существенно зависящую от трех переменных, что 
φ(x1, 0, x3) = 1x . Тогда NG ≤ 7. 

Доказательство. Все функции φ(x1, x2, x3), удовлетворяющие условиям 
леммы 4, перечислены в формулировке леммы 3 (их 12, исключены функции 
под номерами 1, 2, 5, 6, которые существенно зависят от одной или двух пе-
ременных). Покажем, как построить требуемые схемы в каждом из этих  
12 случаев:  

1. Пусть φ(x1, x2, x3) = x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x2 и x3 и 
получим функцию φ(x1, x2, x2) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = x1 ~ x2. Тогда, 
моделируя формулу (x1 ~ x2) · (x2 ~ x3) ~ x3, построим схему из четырех эле-
ментов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1 3x ⊕ x2 3x  ∈ G. 

2. Пусть φ(x1, x2, x3) = x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Тогда φ(x1, x2, 0) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, 
т.е. φ(x1, x2, 0) = x1 ~ x2. Тогда, моделируя формулу (x1 ~ x2) · (x2 ~ x3) ~ x3, по-
строим схему из пяти элементов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1 3x ⊕ x2 3x  
из множества G. 

3. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x1 и 

x2 и получим функцию φ(x1, x1, x3) = x1x3 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x1, x3) = 1 3x x . Тогда, 

моделируя формулу 1 2 1 3 2 3x x x x x x⋅ ⋅ , построим схему из пяти элементов, реа-

лизующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G.  

4. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x1) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

5. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x2 и x3 и 
получим функцию φ(x1, x2, x2) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = 1 2x x∨ . Отметим 

также, что φ(x1, 0, 0) = 1x . Тогда, моделируя формулу ( 1x ∨x2)·( 1x ∨x3) × 
× (φ(φ(x2, 0, 0), x3, x3)), построим схему из семи элементов, реализующую 
функцию ( 1x ∨x2) · ( 1x ∨x3) · (x2∨x3) из множества G. 

6. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Тогда φ(x1, x2, 0) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, 
т.е. φ(x1, x2, 0) = x1 ~ x2 (случай 2).  

7. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x2 

и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x2) = 1 2x x∨ , т.е. φ(x1, x1, x3) = x1 ↓ x2 (стрелка 

Пирса). Тогда, моделируя формулу 1 2 1 2 3( ) [( ) ]x x x x x⋅ ↓ ↓ ↓ , построим схему 

из четырех элементов, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  ∈ G. 
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8. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x1) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

9. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x1 

и x2 и получим функцию φ(x1, x1, x3) = x1x3 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x1, x3) = 1 3x x   
(случай 3). 

10. Пусть (x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x2 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x2) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

11. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим пере-
менные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x1) = 
= 1 2x x∨  (случай 5). 

12. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим 

переменные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = 1 2x x∨ , т.е. φ(x1, x1, x3) = 
= x1 ↓ x2 (случай 7). 

Лемма 4 доказана. 
Лемма 5. Пусть полный базис B содержит функции x1 ∨ x2, 0, 1 и такую 

функцию φ(x1, x2, x3), существенно зависящую от трех переменных, что  
φ(x1, 0, x3) = 1x . Тогда NG ≤ 7. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 4. Все функции 
φ(x1, x2, x3), удовлетворяющие условиям леммы, перечислены в формулировке 
леммы 3 (их 12, исключены функции под номерами 1, 2, 5, 6, которые суще-
ственно зависят от одной или двух переменных). Покажем, как построить 
требуемые схемы в каждом из этих 12 случаев.  

1. Пусть φ(x1, x2, x3) = x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x2 и x3 и 
получим функцию φ(x1, x2, x2) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = x1 ~ x2. Тогда, 
моделируя формулу (x1 ∨ x2) ~ ((x2 ~ x3) ∨ x3), построим схему из четырех эле-
ментов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ∈ G. 

2. Пусть φ(x1, x2, x3) = x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Тогда φ(x1, x2, 0) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. 
φ(x1, x2, 0) = x1 ~ x2. Тогда, моделируя формулу (x1 ∨ x2) ~ ((x2 ~ x3) ∨ x3), по-
строим схему из пяти элементов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ∈ G. 

3. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x1 и 

x2 и получим функцию φ(x1, x1, x3) = x1x3 ⊕ 1 = 1 3x x , т.е. φ(x1, x1, x3) = x1|x3. То-
гда, моделируя формулу  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 3 2 3 1 3 2 3x x x x x x x x x x 
  

,  (1) 

построим схему из шести элементов, реализующую функцию 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 3 2 3 1 3 2 3 1 2 1 3 2 3x x x x x x x x x x x x x x x x  = ∨ ∨  
 из множества G. 

4. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x1) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

5. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x2 и x3 и 
получим функцию φ(x1, x2, x2) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = φ1(x1, x2) = 
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= 1 2x x∨ . Отметим также, что φ(x1,0,0) = 1x , т.е. функцию 1x  можно реали-
зовать схемой из двух элементов. Тогда, моделируя формулу 

φ1(φ1(φ1(x1, x2), x3), 1 2 1( , )x xϕ  ), построим схему из шести элементов, реализу-

ющую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 

6. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Тогда φ(x1, x2, 0) = x2 ⊕ x1 ⊕ 1, 
т.е. φ(x1, x2, 0) = x1 ~ x2 (случай 2).  

7. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные  

x2 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x2) = 1 2x x∨ , т.е. φ(x1, x1, x3) = x1 ↓ x2. То-

гда, моделируя формулу 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨ ∨ ∨ ∨ , построим схему из пяти 

элементов, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G.  

8. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x1) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

9. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим переменные x1 
и x2 и получим функцию φ(x1, x1, x3) = x1x3 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x1, x3) = 1 3|x x . Тогда, 

моделируя формулу 1 2 1 2 3( ) | [( | ) | ]x x x x x∨ , построим схему из четырех эле-

ментов, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  ∈ G. 

10. Пусть (x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим перемен-
ные x2 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x2) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x2) = 
= x1 ~ x2 (случай 1). 

11. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1. Отождествим пере-
менные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1, т.е. 
φ(x1, x2, x1) = 1 2x x∨  (случай 5). 

12. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1. Отождествим 

переменные x1 и x3 и получим функцию φ(x1, x2, x1) = 1 2x x∨ , т.е. φ(x1, x1, x3) = 
= x1 ↓ x2 (случай 7). 

Лемма 5 доказана. 
Булевы функции x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0 (ai ∈{0, 1},  

i∈{0, 1, 2, 3}) будем называть особенными [7]. 
Лемма 6 [7]. Из всякой нелинейной и неособенной функции от трех 

или более переменных подстановкой переменных можно получить либо осо-
бенную функцию, либо нелинейную функцию от двух переменных. 

Из леммы 6 следует, что для всякой нелинейной функции fL имеет ме-
сто ровно один из вариантов: либо fL является особенной функцией, либо fL – 
функция двух переменных, либо из неособенной функции fL (x1, ..., xn) (n ≥ 3) 
подстановкой переменных можно получить особенную функцию, либо из не-
особенной функции fL(x1, ..., xn) (n ≥ 3) отождествлением переменных можно 
получить нелинейную функцию двух переменных. Таким образом, получаем 
очевидное следствие. 

Следствие 1. Из всякой нелинейной функции fL подстановкой пере-
менных можно получить функцию, равную либо некоторой особенной функ-
ции 1 2 3( , , )x x xϕ  = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0, либо некоторой 

нелинейной функции двух переменных ψ(x1, x2) = x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0 
(ai ∈ {0, 1}, i ∈ {0, 1, 2, 3}). 
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Доказательство теоремы 1. Пусть B – произвольный полный конеч-
ный базис. Поскольку базис B – полный, в нем содержится нелинейная функ-
ция fL. Из функции fL (см. лемму 6 и следствие 1) подстановкой переменных 
можно получить функцию, равную либо 1 2 3( , , )x x xϕ  = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ 

⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0, либо ψ(x1, x2) = x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0 (ai ∈ {0, 1},  
i ∈ {0, 1, 2, 3}). 

1. Пусть 1 2 3( , , )x x xϕ  = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0.  

1.1. Если функция 1 2 3( , , )x x xϕ  конгруэнтна функции 1 1 2 3( , , )x x xϕ  =   

 = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a4(x2 ⊕ x3) ⊕ a0, то 1 1 2 3( , , )x x xϕ  =  0 4 0
1 2
a a ax x⊕  ⊕ 

⊕ 0 4 0
1 3
a a ax x⊕ ⊕ 0 0

2 3
a ax x , т.е. 1 1 2 3( , , )x x xϕ  = g(x1, x2, x3) ∈ G. В этом случае NG  = 1. 

1.2. Если функция 1 2 3( , , )x x xϕ  конгруэнтна функции 2 1 2 3( , , )x x xϕ  = 

= x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3 ⊕ a4(x1 ⊕ x2) ⊕ a0, то отождествим переменные x1, x2 и 
получим функцию 2 1 1 3( , , )x x xϕ  = x1 ⊕ x3 ⊕ a0. Моделируя формулу 

2ϕ ( 2 1 2 3( , , )x x xϕ , 2 1 2 3( , , )x x xϕ , x3), построим схему Sg из двух элементов. Не-

трудно проверить, что 2ϕ ( 2 1 2 3( , , )x x xϕ , 2 1 2 3( , , )x x xϕ ,x3) =  x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ 

⊕ a4(x1 ⊕ x2) = g(x1, x2, x3) ∈ G. Таким образом, NG ≤ 2. 
2. Пусть ψ(x1, x2) = x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0, т.е. функция ψ(x1, x2) конгру-

энтна одной из функций 1x 2x , 1x ∨ 2x , 1x  x2, 1x ∨ x2, x1 x2, x1∨x2. 

2.1. Пусть базис B содержит функцию 1x ∨ 2x  (заметим, что 

1x ∨ 2x  = 1 2x x ). Тогда (см. формулу (1)) построим схему из шести элементов, 

реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 

Если базис B содержит функцию 1x 2x , двойственную функции 1x ∨ 2x , 

то, заменив в формуле (1) все функции на двойственные, получим формулу 
для функции ( 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨ )* = 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨ . Моделируя полученную 

формулу, построим схему из шести элементов, реализующую функцию 

1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G, т.е. утверждение теоремы также верно.  

2.2. Пусть базис B содержит функцию ψ1(x1,x2) = 1x x2. По условию ба-

зис B – полный, поэтому (утверждение 1) в нем содержатся такие функции 

0 0Tf T∉  и 
1 1Tf T∉ , что или 

0 1
{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ , или 

0 1
( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . 

2.2.1. Пусть 
0 1

{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ . Тогда, моделируя формулу 

ψ1(ψ1(ψ1(x1, x2), x3), 1 2 1( , )x xψ  ), построим схему из пяти элементов, реализу-

ющую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 

Если базис B содержит функцию 1x ∨x2, двойственную функции 1x x2, 

то утверждение теоремы также верно (поскольку G* = G). 
2.2.2. Пусть 

0 1
( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . Тогда, моделируя формулу 

ψ1(x1,1), построим схему из двух элементов, реализующую функцию 1x . Да-

лее действуем так же, как в случае 2.2.1, и построим схему из шести элемен-
тов, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 
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Если базис B содержит функцию 1x ∨x2, двойственную функции 1x x2, 

то утверждение теоремы также верно (поскольку G* =  G). 
2.3. Пусть базис B содержит функцию ψ2(x1, x2) = x1x2. По условию ба-

зис B – полный, поэтому (утверждение 1) в нем содержатся такие функции 

0 0Tf T∉  и 
1 1Tf T∉ , что или 

0 1
{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ , или 

0
( ,..., ) 1,Tf x x ≡  

1
( ,..., ) 0Tf x x ≡ . 

2.3.1. Пусть 
0 1

{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ . Тогда, моделируя формулу 

1 2 1 3 2 3x x x x x x⋅ ⋅ , построим схему из восьми элементов, реализующую функ-

цию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 

2.3.2. Пусть 
0 1

( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . По условию базис B – пол-

ный, поэтому в нем содержится немонотонная функция fM. По лемме 1 из 
функции fM подстановкой переменных получим такую немонотонную функцию 
φ(x1, x2, x3), что φ(x, 0, 1) = x . По лемме 2 для функции φ(x1, x2, x3) возможны 
два случая: функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит не более чем от двух пе-
ременных, функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит от трех переменных.  

2.3.2.1. Пусть функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит не более чем от 
двух переменных. Тогда φ(x1, x2, x3) ∈ M0 ∩ M1 ∩{ 1x } = { 1x 2x , 1x ∨x2, x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 

1x ∨ 3x , 1x x3, x1 ⊕ x3, 1x }. Случаи, когда φ(x1, x2, x3)∈ { 1x 2x , 1x ∨x2, 1x ∨ 3x , 

1x x3, 1x }, рассмотрены выше. Рассмотрим два оставшихся случая: 

φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1 или φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x3. 
2.3.2.1.1. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x3) = x1~x2. Тогда, 

моделируя формулу (x1 ~ x2) · (x2 ~ x3) ~ x3, построим схему из четырех эле-
ментов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1 3x  ⊕ x2 3x  из множества G. 

2.3.2.1.2. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x3. Тогда, моделируя формулу 
x1x2 ⊕ (x1 ⊕ x2)x3, построим схему из четырех элементов, реализующую функ-
цию x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 из множества G. 

2.3.2.2. Пусть функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит от трех пере-
менных и φ(x1, 0, x3) ∈ M1∩{ 1x } = { 1x ∨ 3x , 1x x3, x1 ⊕ x3, 1x }.  

Если φ(x1, 0, x3) = 1x ∨ 3x , то повторяя рассуждения п. 2.1 и учитывая, 

что для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, 
построим схему из семи элементов, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  

из множества G.  
Если φ(x1, 0, x3) = x1 ⊕ x3, то, повторяя рассуждения п. 2.3.2.1.2 и учиты-

вая, что для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, 
построим схему из пяти элементов, реализующую функцию голосования.  

Если φ(x1, 0, x3) = 1x x3, то, повторяя рассуждения п. 2.2 и учитывая, что 

для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, по-
строим схему, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G и 

содержащую не более семи элементов. 
Если φ(x1, 0, x3) = 1x , то утверждение теоремы верно по лемме 4. 

2.4. Пусть базис B содержит функцию ψ3(x1, x2) = x1∨x2.  
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По условию базис B – полный, поэтому (утверждение 1) в нем содер-
жатся такие функции 

0 0Tf T∉  и 
1 1Tf T∉ , что или 

0 1
{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ , 

или 
0 1
( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . 

2.4.1. Пусть 
0 1

{ ( ,..., ), ( ,..., )}T Tx f x x f x x∈ . Тогда, моделируя формулу 

1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨ ∨ ∨ ∨ , построим схему из восьми элементов, реализую-

щую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G. 

2.4.2. Пусть 
0 1
( ,..., ) 1, ( ,..., ) 0T Tf x x f x x≡ ≡ . По условию базис B – пол-

ный, поэтому в нем содержится немонотонная функция fM. По лемме 1 из 
функции fM подстановкой переменных получим такую немонотонную функ-
цию φ(x1, x2, x3), что φ(x, 0, 1) = x . По лемме 2 для функции φ(x1, x2, x3)  
возможны два случая: функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит не более чем 
от двух переменных, функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит от трех пере-
менных.  

2.4.2.1. Пусть функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит не более чем от 
двух переменных. Тогда φ(x1, x2, x3) ∈ M0 ∩ M1 ∩{ 1x } = { 1x 2x , 1x ∨x2, 

x1 ⊕ x2 ⊕ 1, 1x ∨ 3x , 1x x3, x1 ⊕ x3, 1x }. Случаи, когда φ(x1, x2, x3) ∈ { 1x 2x , 

1x ∨x2, 1x ∨ 3x , 1x x3, 1x }, рассмотрены выше. Рассмотрим два оставшихся 

случая: φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1 или φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x3. 
2.4.2.1.1. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, т.е. φ(x1, x2, x3) = x1 ~ x2. Тогда, 

моделируя формулу (x1 ∨ x2) ~ ((x2 ~ x3) ∨ x3), построим схему из четырех эле-
ментов, реализующую функцию x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 из множества G. 

2.4.2.1.2. Пусть φ(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x3. Тогда, моделируя формулу 
((x1 ⊕ x2) ∨ (x2 ⊕ x3)) ⊕ x3, построим схему из четырех элементов, реализую-
щую функцию x1x2 ⊕ x1 3x  ⊕ x2 3x  из множества G. 

2.4.2.2. Пусть функция φ(x1, x2, x3) существенно зависит от трех пере-
менных и φ(x1, 0, x3) ∈ M1∩{ 1x } = { 1x ∨ 3x , 1x x3, x1 ⊕ x3, 1x }.  

Если φ(x1, 0, x3) = 1x ∨ 3x , то повторяя рассуждения п. 2.1 и учитывая, 
что для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, 
построим схему из семи элементов, реализующую функцию 

1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G.  

Если φ(x1, 0, x3) = x1 ⊕ x3, то, повторяя рассуждения п. 2.4.2.1.2 и учиты-
вая, что для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, 
построим схему из пяти элементов, реализующую функцию голосования.  

Если φ(x1, 0, x3) = 1x x3, то, повторяя рассуждения п. 2.2 и учитывая, что 
для реализации константы 0 мы используем функциональный элемент, по-
строим схему, реализующую функцию 1 2 1 3 2 3x x x x x x∨ ∨  из множества G и 
содержащую не более семи элементов. 

Если φ(x1, 0, x3) = 1x , то утверждение теоремы верно по лемме 5. 

Теорема 1 доказана. 
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